Facit til kursusgang 17: Optimering

1. Da omkredsen skal veere 20cm har vi at
20 = 2x + 2.
Rumfanget V for kassen er en funktion der afthaenger af bade x og y givet ved
V(x,v) = 5xy.
Isolerer vi y i formlen for omkredsen og indsatter i definitionen af V far vi
V(x) = 50x — 5x°.

Dette er en parabel som abner nedad sa den vil nedvendigvis have et maksimum
i toppunktet. For at finde det loser vi ligningen

0=7v"(x)=50-10x,

og far x = 5. Det giver at det maksimale rumfang er V(5)=125.

A

i) og det lokale maksimum

2. De lokale minima findes i punkterne (—2,—%) og (1,
findes i (0,1).

3. Navngiv siderne i rektanglet x og y. Da er 2x + 2y = 300, som kan omskrives til
=150 -x.
Arealfunktionen er nu A(x, p) = xp.
hvilket med ovenstaende ligning kan omskrives til A(x) = x(150 —x)
Denne funktion har sit maksimum ved x = 75.
Vifar at x =75 og y = 75. Altsa er omradet et kvadrat.

4. Navngiv siderne i rektanglet x og y. Da er 2x + y = 300, som kan omskrives til
y =300—2x.
Arealfunktionen er nu A(x,p) = xy.
hvilket med ovenstaende ligning kan omskrives til A(x) = x(300 — 2x)
Denne funktion har sit maksimum ved x = 75.
Vifar at x =750gy =150.

5. Lad f(x) = ax® + bx + c vaere et generelt andengradspolynomium. Ved at differenti-
ere f far vi at

f’(x) = 2ax + .

Dermed far at x = —% loser ligningen, hvilket giver x-koordinatet til toppunktet.
Indseetter vi denne veerdii f far vi

f(—i)za(—i)z_ﬁ_w: b’  4ac d
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6. Hvis x er bundens sideleengder og h er hojden af kassen sa skal disse storrelser
opfylde

x*h = 500.



Overfladearealet O er en funktion som afhanger af x og h sdledes:
O(x, h) = x% + 4xh.

Bruger vi formlen for rumfanget til at isolere h og efterfolgende indseetter i O far
vi at
2000

O(x) = x? .
(x)x+x

Ved at lose ligningen O’(x) = 0 far vi at x = 10 er det lokale minimum for O. For
at bestemme det tilherende h har vi at
500
=— =5
10?

[\S][e%}

7. Svaretera=-1ogb=
8. Svarene er:

(a) Det er klart at det storst mulige areal er 1 og opnas nar x = 1.

(b) Arealet er givet ved formlen A(x) = 2x? —x + 1, og loser man A’(x) = 0 fas at
& 2 2, 08

X = % og det samlede areal bliver sa A(%) = %

EKSTRAOPGAVER:

9. Funktionen har et globalt maksimum i punktet (0, 1).

10. Da vi bliver bedt om at finde den storste og mindste tangenthealdning skal vi
maksimere og minimere funktionen f”(x). Vi har at

F/(x) = =2(x + 1)e~ 1)
og fra hintet har vi at
f"(x) = e (4x2 + 8x + 2).

Da e=*+1)” er positiv far vi at

f/x)=0 & 4x*+8x+2=0 o x=-1+

S

Med dette resultat kan vi opstille en monotonilinje for f’ (se Tabel 3). Monotoni-

linjen viser at f” har lokalt maksimum i -1 - % og lokalt minimum i -1+ % Den
eksponentielle faktor e~(x+1)? gar mod 0 hurtigere end polynomiet —2x — 2 gar
mod uendelig, hvorfor de punkter vi har fundet er globale ekstremumspunkter.

Ved at indsaette i f’ far vi at den maksimale og minimale haeldning er \/% og —\/g .



x =2 1= 1 142
f(x) 2 o -2 0 2
filx) N /

Tabel 3: Monotonilinje for f’

11. Punktet P kan beskrives som
P =(cosBO,sin0),
hvor 6 er vinklen til P i radianer. Arealet af rektanglet kan sa beskrives som
A(O) = 2sin(0)2cos(0) = 2sin(20).
Laser vi A’(6) = 0 far vi at
4cos(20)=0 < cos(20)=0.

Da vi kun er interesserede i 0 € [0, 5] far vi at O = . Dermed bliver sideleengderne
af rektanglet alle lig V2 of det storst mulige areal er dermed 2.

12. Inddeler vi sekskanten i et rektangel som i forrige opgave og to trekanter bliver
formlen for arealet

A(6) = 2sin(0)2cos(0) + 2sinO(1 — cos(0)) = sin(260) + 2sin 6.
Betragter vi ligningen A’(6) = 0 for 0 € [0, 5] ser vi at
cos(20) = —cos(0)
og bruger vi at —cos(60) = cos(rr — ) ma vi have at

W=m-0 o 9:%.

3v3

Dette giver et areal pd =5=.

13. Formlen for trekantens areal er
A(0O) = cos(0)(1 +5sin(0)) = cos(O) + %sin(ZQ),
Vi far at
A'(x)=0 < sin(0) =cos(20).

Bruger vi at sin(60) = cos(7 — 0) far vi at 0 = 7, hvilket giver et areal pd %5.

14.
A(x) =x-(-3x+48)

Sideleengderne bliver x = 8 og vy = 24. Arealet er 192.



15.

16.

17.

18.

Arealet af rektanglet er givet ved
A(x) = sin(x),

og fra vores kursusgang om trigonometriske funktioner ved vi allerede at sinx
har sit forste maksimum i Z. Dette giver sideleengder pd % og 2 og et areal pa 1.

I et vilkarligt punkt x er ligningen for tangenten givet ved
v = 2(x0 = 2)(x = x0) + (%9 - 2)%,

Denne tangent skarer koordinatakserne i

1
==xg+1
X 2XO
y:4—x(2).

Arealet af trekanten som funktion af x; er dermed givet ved

1.1 oo 1.4 1,
A(Xo) = E(EXO + 1)(4—X0) = —ZXO — Exo +Xo + 2.
Loser vi ligningen A’(x,) = 0 far vi at xy = % og xo = —2. Den forste veerdi ligger
i vores interval og kan let vises at veere et maksimum. Vi far en tangentligning
givet ved

8 (x 2)+ 16
YT
samt at det maksimale areal er g—‘;. Var intervallet vi betragtede lukket ville det
mindste areal af trekanten veare 0 og vere taget i —2 og 2, men da intervallet er
abent er der ikke noget mindste areal.

Nar kassen er foldet vil den have en hejde pa x og sideleengder pa 1 —2x. Derfor
er rumfanget

Vi(x)=x(1-2x)? = 4x> — 4x° + x.
Ved at lese V’(x) =0 fas at x = % og x = %. Ved at undersgge monotoniforholdene
ses at x = + er det maksimum vi seger.
Funktionen vi skal optimere er
Vi(x) = 3(4x% —4x? + x) + 2x° = 14x° = 12x% + 3x,

4-2

hvor x € [0, %] Gor vi det ser vi at V har et lokalt maksimum i x = =33=, hvor
funktionsveerdien er
10+v2 12 1

<—< -
49 49 4

Ved at undersoge endepunkterne ser vi at x = 3 er det globale maksimum for V

pa intervallet [0, %] Dermed far man det storste udbytte ved at lave to lukkede
kasser.



19. De kritiske punkter for g(x) =x>+3x?—3xer x=-1og x = 3.

(a) Viskal undersoge g i de kritiske punkter som ligger i [-2,3], samt interva-
lendepunkterne. Det giver at vi finder et globalt maksimum i x = 3 og et
globalt minimum i x = —2. Yderligere har vi at g(%) = % ogat g(—-2)=-2.

(b) Viskal undersoge g i de kritiske punkter som ligger i [—%, 1], samt interva-

lendepunkterne. Det giver at vi finder et globalt maksimum i x = -1 og et
globalt minimum i x = % Yderligere har vi at g(-1) = % og at g(%) = —1—76.

20. Hvis O betegner vinklen naevnt i hintet far vi at

H H-h
Eztan@z —
Isolerer vi for h far vi at
r
h=H(l--=)
(1-1)

hvilket betyder at rumfanget af den lille kegle er

V(r) = %rzH(l -2

Ved at differentiere V og lose ligningen V’(r) = 0, ser vi at
2 H
V'(r)= gnHr - anE,
og at
1 2

2 H 2
gnHr—HTZE:O S gzrﬁ o gR:r.

Man kan vise at dette er det maksimum vi seger. Hvis vi setter r ind i formlen
for h far vi at

1
h=—-H.
3

Det maksimale rumfang af den lille kegle bliver dermed

w4 ,
= -—R"H.
v 327R

hvilket er 2i‘7 af rumfanget af den store kegle.



