Matematiske funktioner

En funktion er en sammenhang mellem to storrelser, en ssmmenhang der kan forstés og beskrives pd mange A
niveauer. Det gor det muligt at arbejde med funktioner gennem hele uddannelsessystemet, fra dagtilbud til

gymnasie og erhvervsuddannelse.

Funktionsbegrebet er vaesentligt og vanskeligt. Sammen med algebra udger funktioner et helt nodvendigt

fundament for andre matematiske emner samt for anvendelser inden for mangfoldige omréader.

Hor nzermere om funktioner og de forskellige méder vi reprasenterer dem pa. Leer om, hvorfor mange elever
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Hvad er funktioner? Og hvorfor er funktionsbegrebet sa
vigtigt?

En funktion beskriver en sammenhang mellem to starrelser. Det kan man finde gode
eksempler pa og arbejde med allerede i dagtilbud. Og sa er scenen sat for mere preecise
og abstrakte mader at definere funktioner pa, som man ser det i grundskolen, pa
erhvervsuddannelserne og i gymnasiet. Med gode og przecise definitioner, bliver det
lettere at arbejde med funktioner, bade i teori og praksis. Og det bliver muligt at
beskrive og undersgge mange af de ting vi mader i hverdagen fx gennem matematisk
modellering.

Hvordan kan man arbejde med funktionsbegrebet?

Vi ser nzermere pa undervisningspraksis og beskriver gennem eksempler vigtige pointer
ved forskellige aspekter af funktionsbegrebet. De fire repraesentationsformer er i fokus,
og der lzegges seerlig vaegt pa grafer, som en indgang til funktionsbegrebet, der ikke
bremses af elevernes eventuelle udfordringer med algebra.

Hvorfor er funktionsbegrebet sa svaert?

Funktioner kan beskrive noget meget konkret, men er i deres natur meget abstrakte.
Funktioner er bade noget, man opererer med, f.eks. beregner funktionsveerdier, og
noget, man opererer p4, f.eks. lzzgger sammen eller differentierer. Lees om nogle af de
lzeringsvanskeligheder, som forskningen har identificeret, og som man som leerer mgder
i klasseveerelset.

Idéer til undervisningsaktiviteter med funktioner pa
forskellige klassetrin

Fa luft under vingerne! Her er mange sjove, saere, anderledes aktiviteter til arbejdet med
funktioner og pa tveers af uddannelserne.




Matematiske funktioner

En funktion er en sammenhang mellem to sterrelser, en sammenhang der kan forstis og beskrives p4d mange A
niveauer. Det gar det muligt at arbejde med funktioner gennem hele uddannelsessystemet, fra dagtilbud til

gymnasie og erhvervsuddannelse.

v

Funktionsbegrebet er vaesentligt og vanskeligt. Sammen med algebra udger funktioner et helt nadvendigt

fundament for andre matematiske emner samt for anvendelser inden for mangfoldige omrader.

Her narmere om funktioner og de forskellige mader vi reprasenterer dem pa. Laer om, hvorfor mange elever

har sé sveert ved funktioner, og se eksempler pa eksotiske funktioner, som du aldrig har teenkt pa!

Hvad er funktioner? Og hvorfor er funktionsbegrebet sa Hvorfor er funktionsbegrebet sa svaert?

vigtigt? ‘ . ) :
Funktioner kan beskrive noget meget konkret, men er i deres natur meget abstrakte.
Funktioner er bade noget, man opererer med, f.eks. beregner funktionsveerdier, og

En funktion beskriver en sammenhaeng mellem to starrelser. Det kan man finde gode
noget, man opererer pa, f.eks. leegger sammen eller differentierer. Laes om nogle af de

eksempler pa og arbejde med allerede i dagtilbud. Og sa er scenen sat for mere praecise

og abstrakte mader at definere funktioner pa, som man ser det i grundskolen, pa lzeringsvanskeligheder, som forskningen har identificeret, og som man som laerer mgder

erhvervsuddannelserne og i gymnasiet. Med gode og praecise definitioner, bliver det ilklassevemrelsst-
lettere at arbejde med funktioner, bade i teori og praksis. Og det bliver muligt at
beskrive og undersgge mange af de ting vi mader i hverdagen fx gennem matematisk

modellering.

Hvordan kan man arbejde med funktionsbegrebet? Idéer til undervisningsaktiviteter med funktioner pa
forskellige klassetrin

Vi ser naermere pa undervisningspraksis og beskriver gennem eksempler vigtige pointer

ved forskellige aspekter af funktionsbegrebet. De fire repreesentationsformer er i fokus, Fa luft under vingerne! Her er mange sjove, seere, anderledes aktiviteter til arbejdet med
og der laegges seerlig vasgt pa grafer, som en indgang til funktionsbegrebet, der ikke R e B B e et

bremses af elevernes eventuelle udfordringer med algebra.




Hvad er en funktion?

Universitetsmatematik: En funktion f: A - B eren delmangde f € A X B som
opfylder, at der til ethvert element x € A findes praecisét y € B,sa (x,y) € f.Herer
A X B mangden af alle par (x, y), hvor x er et element i definitionsmaengden A og y
eriB.

Grundskolen (Formelsamling 2017): En funktion er en sammenhang mellem
variable, der kan beskrives med tal. Det kan f.eks. veere sammenhaengen mellem et
antal kilogram kartofler og det antal kroner, du skal betale for kartoflerne.

Hvis funktionen er en sammenhaeng mellem to variable, kalder man som regel den
ene variabel for x og den anden for y. En funktion kan altsa f.eks. vaere en
sammenhaeng mellem x kg kartofler og y kr. Prisen, y, er afhaengig af antal kilogram
kartofler, og den kalder man derfor for den afheengige variabel. Man kalder x for den
uafhaengige variabel.

| en funktion kan der kun hare én y-veerdi til en x-vaerdi. Sammenhaengen mellem x
kg kartofler og y kr. er en funktion, fordi der ikke kan hgre mere end én pris til f.eks. 2
kg kartofler.

Gymnasierne — noget midt imellem - brobygning.



Eksempler pa funktioner -
uden tal i enten input eller output

* QR-koder og stregkoder

e CPR-nummer som funktion.

* Fra billede til ja/nej til, om
der er en kat pa billedet

Input Deep Learning Output



Eksempler pa funktioner -
med naturlige tal i input eller output

* Trekantstal
o & &

1 1+2 1+2+3 1+2+3+4

 Fakultetsfunktionen

at 100 digits

T
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068



Funktioner uden funktionsforskrift

Implicit givhe
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y3 + 2Y = cos(2mx?) + x

* Giver y som funktion af x, da der kun er én lgsning til Iigniﬁgen,
hvis vi betragter y som ubekendt.

* Mere filosofisk: Hvornar er noget en funktionsforskrift? Hvilke udtryk
ma ind%a? Hvad med eksponentialfunktioner og logaritmer? Hvad med
normalfordelingen? Hvad med Gammafunktioner?

L(z) = [, t=letdt

Modellering: Funktioner givet fra det, vi vil modellere, har ikke
altid en funktionsforskrift.



Funktioner uden funktionsforskrift
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Funktioner gemt i "bedste polynomium”

* f: data =— (koefficienter i) polynomium.
* Bedste rette linje: data—aogbia-x+b.

Input: (1.73,3.63), (3.43,3.65), (4.41,6.19), (7.31,6.61), (5.83,7.45), (10,9), (8.23,8.53), (11.35, 11,11),
(13.17,8.77), (2.77,4.79), (4.93, 4.49), (4.71, 3.51), (2.67, 3.11), (11.15, 8.53), (10,12)
Output: a=0,68,b=2,15, eller (0.68, 2.15)



Bedste rette linje — begrebsudbygning

* Hvad er inputmaengden? Skal der vaere 15 punkter ? Neeppe!

* Ma punkter have samme farstekoordinat og forskellig anden
coordinat?

* Hvordan varierer output, nar vi varierer input? Kovariation i nye
Kleeder.
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Hvorfor pokker er det sa sveert?

* Manglende algebraisk indsigt
* Dualiteten mellem proces og objekt

R osch ' * De mange forskellige repraesentationer —
7 sl og vekslen imellem dem

-
. :l-‘ K

1;‘% o * Nar undervisningens begrebsdefinitioner
) ﬁ; Ikke stemmmer overens med elevernes

begrebsbilleder

“I think you should be more explicit here in

step two."”



Proces eller objekt?

Funktioner kan opfattes som

* Processer, hvor man ofte regner nogle konkrete
veerdier ud
f(7)=2-72+2 =100 eller
2:x2+2=34=>x=4

* Objekter, hvor man regner pa eller med dem
(f+8)'(x)=r(x)+g'(x)
(f+g)'=f'+g

Eleverne skal se funktioner pa begge mader, og skal kunne veksle
mellem de to perspektiver afhaengigt af konteksten.



Funktioner som objekter

Funktioner som objekter og helt abstrakt "funktionen f”, skal
eleverne, uden som udgangspunkt at kende f naermere via en af de

fire repreesentationer, kunne give mening til:
* Den afledte af en differentiabel funktion f, der er en ny funktion f.

 Summen af to reelle funktioner f og g, som begge er defineret pa
samme interval, giver en ny funktion h =f+ g, som pa dette
interval er defineret ved funktionsforskriften h(x) = f(x) + g(x).
Tror eleverne, det er "at haeve parenteser”?
Forstar de det bedre, hvis de laver operationen pa grafer for
funktioner, de ikke kender funktionsudtrykkene for?



* Sammensatte funktioner — hvor langt kan man komme med
grafer?

* Inverse funktioner — er det virkelig byt om pa x og y og las for y”?

* Differentialligningen £ = f. Det giver endnu en repraesentation af en
funktion: fer lgsningentilf =fog f(1) = 1.

* To funktioner fog gerens, f=g(endnu en anvendelse af
lighedstegnet), hvis de

1. har samme input- og outputmeengde
2. f(x) = g(x) for alle x i inputmeengden.

Lighedstegnet f = g volder kvaler selv pa de videregaende uddannelser.



Forskellige repraesentationer og deres
forbindelser

* Forskrift, graf, tabel, tekst

Sproglig < » Grafer
A A
S
\4 \/
Funktionsudtryk <€ 5 Tabel




Begrebsbilleder og begrebsdefinitioner

Den forstaelse og mening, som elever tillaegger matematiske begreber
afheaenger af de erfaringer, de har gjort sig gennem konkrete oplevelser.
Alle de forstaelser og opfattelser, en elev far af en funktion gennem
problemlagsning, modellering osv., og gennem brugen af forskellige
repreesentationer, kalder man tilsammen for elevens begrebsbillede.

Forskning viser, at uanset hvilken formel definition af en funktion, der
undervises i, danner eleverne deres forstaelse ud fra de personlige og
konkrete erfaringer, de har med funktioner.

Man kan derfor ikke forvente, at eleverne selvstaeendigt kan anvende
funktionsbegrebet pa nye mader og i ukendte situationer (Tall, D., &
Vinner, S. (1981))



Billeder — | repreesentationen grafer.

* 'Standardgrafen’.




* Eleverne danner mange forskellige billeder af, hvad en funktion er
og kan veere i undervisningen.

* Det er helt almindeligt, at de er fejlagtige, mangelfulde og endda
selvmodsigende.

* Eleven behgver slet ikke at opdage, er der er problemer med nogle
af begrebsbillederne, for de bruges ofte kun en ad gangen. Fgrst
nar to modstridende begrebsbilleder fremkaldes samtidig,
opdages problemet.



Erfaringer fra farste UNZIP. Eksempler.

* Mange fine forlagb, som bliver lagt ud senere. En delom
repraesentationsformerne. Grundforlgb og overgange.

* Afpravninger i HHX, HTX, STX, HF

» ”Kig pa grafer” er godt - bade for svage og steerke elever. Fra grafen for f til
graten for 2f eller grafen for f+g.

* Repraesentationsformen ”sproglig beskrivelse” — pilene til den — giver sprog
for begreberne.

* Brug af laminerede ark eller tavler, hvor man kan viske ud, er godt.
* Analog (uden computer) giver flere aktive elever — mere trygge.

 Gennemgaende kontekst — a la brusebad - fungerer godt. Men hvad med
begrebsbillederne?



Ella og Klara — afleesning pa grafer,
sumfunktioner, multiplikation med
skalar, heeldning.

* Hvor meget vand bruger Ella i minuttet? Hvad med Klara?
 Hvordan ser grafen ud for, hvad de to bruger tilsammen?
* Hvor lang tid gar der, for de tilsammen har brugt 75 liter.
Jonas bruger dobbelt sa meget vand i minuttet som Klara.
* Tegn grafen for Jonas’ vandforbrug.
* Tegn andre vandforbrugsgrafer og fortolk dem.

Uden GeoGebra. Uden funktionsudtryk.

Klara

50

30

20

10

Ella




Til slut en reekke eksempler pa aktiviteter, hvor
grafer spiller en stor rolle.



Aktiviteter - Funktionsfabrikken

Eleverne arbejder i grupper, der fabrikerer funktioner og bestiller funktioner hos de andre grupper.
Bestillinger kunne veere:

* En funktion, der er lineaer og hvis graf ikke skeerer x-aksen

* Enfunktion, der vokser mellem x =2 og x = 6, aftager mellem x =6 og x = 8.

* En funktionf, der vokser og opfylder f(0) = 2, f(3) =-2 (Det er ok med umulige funktioner.)
* Endifferentiabel funktion med afledt 0 i x=1 og x=5

Gruppen, der far bestillingen, kan

* Lave en graf eller forskrift for en funktion, der er som gnsket.

e Svare, at der ikke findes sadan en funktion.

* Overveje, om der er flere funktioner, der passer til kravene.

Grupperne, der bestiller, kan overveje

* Hvordan sikrer man sig, at fabrikken leverer det, man vil have — maske har gruppen selv tegnet
grafen for det, der gnskes?



Ella og Klara — inverse funktioner
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Spejling af graf — inklusive akser.

Udforsk invers funktion ud fra grafer:
Afleesning ”fra y-akse til graf til x-akse”.
Den inverse funktion gar den anden vej”.
fA==Bog f1:B==A

Grafen er den spejlede; akserne spejles ogsa.

4 Ella

y=x

Det er misledende at tegne graferne i samme koordinatsystem.



Aktiviteter —vand | beholdere

Eleverne haelder vand i glas, kolber, vaser,..., som har forskellig facon.
De registrerer vandhgjden for hver halve (eller kvarte) deciliter, de har heaeldt i.

* Data indtegnes i et koordinatsystem med hgjde som funktion af vand-maengde.
Sporgsmal og erkendelser fx:

* Hvordan vokser vandhgjden? Er det som forventet, nar man ser pa beholderen?
Sporgsmalet kan overvejes af eleverne pa forhand og afklares i eksperimentet.

 Hvordan ser glasset ud, hvis grafen er lineaer?
* Nar vandhgjden er y cm, hvor meget vand er der sa fyldt i. Hvordan ser den graf ud?

* Ud fra en profil for en flaske — og tilhgrende vandhgjdegraf. Hvad er
sammenhangen mellem profilen og (variationen af) vandhgjdegrafen?



Aktiviteter - funktionsbyggeren

Udveelg et antal funktioner som eleverne kender (konstante, linezere,
2.gradspolynomium, eksponentialfunktioner osv.) Det er byggeklodserne og de kan
veeret givet som grafer eller som forskrifter og veere konkrete eller generelle.

Ud fra disse funktioner kan man nu bygge nye funktioner ved at addere, subtrahere,
multiplicere etc. Eleverne skal opstille regler for, hvad der geelder for de nye
funktioner, fx

* Hvis fog gerlineeere, er f+ g sa lineser? Hvad med f-g?
* Hvad kan man sige om skeering med x-aksen for den nye funktion?

 Hvordan afhaenger fortegnet for den nye funktion af fortegnet for byggeklodserne?

Kan man sige noget om f-g, hvis fer konstant? Hvis f og g er lineaere?

Kan man tage to lineaere funktionsbyggeklodser, sa f-g ikke har nogen radder? Sa
toppunktet er et bestemt givet punkt?



Aktiviteter: FunktionsJeopardy

Eleverne eri grupper. De far udleveret et kort med grafen for en funktion. Alle
ved pa forhand, hvilke funktionstyper, det drejer sig om. Lineaere eller
kvadratiske vil veere oplagt.

* Et gruppemedlem ma ikke se kortet, men skal stille ja/nej spargsmal til de
andre og finde ud af, hvad det er for en funktion.

De andre skal blive enige om svaret — maske skrive det ned. Hvis ikke, de er
enige, ma de konferere.

* Begreenset antal spargsmal. Og geet.

Muligt at svare med koldt/varmt.
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Figur fra nrich.



Funktions-VVS

Grundskolens “regneslanger” udvides,
sa slangerne deles og mades.
(Idé fra nrich’ NumberPlumber)

En regneslange er en beskrivelse af en
(sammensat) funktion. Hvis man lader input
veere den uafhaengige variabel.

(I skolen er det et bestemt tal).




* Eleverne kan opskrive det samlede
funktionsudtryk. Udregne funktionen i
givne veerdier. Lave en graf. Etc.

* Eleverne udfordrer hinanden i ”’fra
funktionsudtryk til vvs” eller ”fra vvs til
funktionsudtryk™.

Faldgrube: Proceslighedstegn, hvis
eleverne saetter lighedstegn i stedet for
pile, nar der regnes i regneslanger.

®+5

(x+3)(x-2)




Aktiviteter: Cykelruter '?:' HREE :

...........

Eleverne far en profil af en cykelrute indtegnet i et koordinatsystem med
hgjden som funktion af den vandrette afstand. De skal herefter skitsere
cyklistens hastighed som funktion af den vandrette afstand.

Sporgsmal til eleverne:

 Hvad skal man vide om cyklisten for at lave denne skitse?
(Bliver hun treet undervejs? Har hun en tophastighed pa en vandret streekning?
Skal hun sta af og treekke, hvis det bliver meget stejlt?)

 Kan man lave cykelrutens profil som funktion af, hvor langt, man har kart —
eller som funktion af tiden, det har taget?
Hvorfor er det ikke det samme som den vandrette afstand? Hvordan vil det
gendre grafen?



Evaluering af gymnasielaererdagen
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