Facit til kursusgang 18: Vektorer i planen 1

S

1. Svarene er:

4

2. Arealeter 19.

m Vi3, v, 4, 14.

3. Svarene er:

(a) t=11.

(b) t=1o0gt=3.
4. Vinklen er %.

5. Svaret er:

6. Svarene er:

-6 117
13, [ 5 ], -22, 13, 5[_31.

7. Arealet er O.
8. Svarene er:

(a) t=4o0gt=-1.
(b) t=—-6+2v10.

EKSTRAOPGAVER:

9. Svaret er: Alle vektorer pa formen

hvor t € R.

10. Vi har at

=

:¢>

Il
—

u —Uu
ull . l ulzl = ul(—uz) + Uy ly = 0.
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Figur 7: Opgave 14

11. Vi har at
0-v= U1V + UV = VUL +TVoUy = v 17,
—det(v, 1) = —(viuy —vouy ) = uy vy — uyvy = det(it, V),
kil = \Jk2u? + k22 = Vi \Ju? + u2 = k]|,
12. Vi har at
2 2
v v v b vl

! = N * e =i Ve g
13. Bruger vi at cos(x) € [-1,1] far vi at
(- 9)* = [l P17 cos*(0) < [l *[|91].
14. Svarene er:

(a) Figur 7 viser at vinklen mellem i’ og ver 6 — ¢.

(b) Da if og ¥’ begge har leengden 1 giver formlen for vinklen mellem vektorer at
cos(6 — ¢) = V- il = cos(0)cos(¢p) + sin(0)sin(p).
(c) Bruger vi formlen for determinanten far vi at
sin(6 — ¢) = det(v, &) = cos(¢p)sin(O) — sin(¢p) cos(O).
Bemeerk at vi anvender det(v, i) da vinklen regnes fra v'til .
15. Det ses at

2 2 2
-1l = uj +usy =[]

=
S

Bruger vi dette far vi at

|7+ V1|° = (F+0)- (1 + V) = (ug +v1) (g + 1) + (1 +v) (U +v7)

= u? + v+ 2uqv) + U3 + V3 + 2uyv, = ||il]]? + ||V + 2(if- D).



16. Bruger vi opgave 13 har vi at
17+ 91 = 1@ + [0 + 2(a - ).
Fra uligheden i opgave 11 far vi at
(i v) < [ir - v < [|alll[v].
Bruger vi denne ulighed i ligningen ovenfor far vi at
15+ 91 = 1@ + 1217 + 2012 = (] + 1211)°.

Ved at tage kvadratroden pa begge sider far vi den enskede ulighed. Denne kaldes
typisk for trekantsuligheden.



Facit til kursusgang 19: Vektorer i planen 2

1. Linjen [ har parameterfremstilling

og ligning
3(x-1)+(y+6)=0.
Skeringspunkterne er (-1,0) og (0,-3).

2. Prikker man retningsvektoren for m med normalvektoren for I far man 0, hvorfor
linjerne ma veere parallelle.

3. Indsetter vi x- og y-koordinaterne for linjen i cirklens ligning far vi
B+t)2+(=3-1)2=2 o 22+12t+18=2.

Losningerne til denne ligning er t = —4 og t = —2. Indseaetter vi disse veerdier i
linjens ligning far vi skeeringspunkterne (1,-1) og (-1, 1).

4. Linjens ligning er
2(x-1)+3(y+1)=0.

Hvordan ligger denne linje i forhold til linjen med parameterfremstilling. Prikker
man normalvektoren for denne linje med retningsvektoren for den anden far man
0. Altsa er de to linjer parallelle. Da de begge gar gennem punktet (7,5) ma de
vere sammenfaldende.

5. Linjen har parameterfremstilling

{21

Prikker man retningsvektoren for denne linje med normalvektoren for den anden
far man 0. Dermed er linjerne parallelle. da (-2, 0) ligger pa den ene linje men
ikke den anden er de ikke sammenfaldende.

6. Prikker man retningsvektoren for denne linje med normalvektoren for den anden
far man 31. Dermed er de to linjer ikke parallelle og de ma have preacist et
skeeringspunkt. Indsetter vi koordinaterne fra parameterfremstillingen i linjens
ligning far vi ligningen

3(7t—6)+2(5t-2) =09.
Losningen er t = 1 hvilket giver et skeeringspunkt pa (1, 3).

7. Svarene er:

(a) @ :%m.



5 1
(b) @, = H
5 0
(C) w3 = Iol .
EKSTRAOPGAVER:

8. Forst bestemmer vi cirklernes skeeringspunkter. Ved at gange ud har de to lignin-
ger formen

Xrl-2x+p*+1-2p=1, X +1+2x+p>+142y=5.
Traekker vi den forste ligning fra den anden far vi
dx+4y=4 o x+p=1.
Leaegger vi de to cirklers ligninger sammen far vi
26 +4+2y°=6 o x*+y
Indseetter vi x = 1 —p i denne ligning far vi
23)2 -2y=0

hvilket giver at y =0 og vy = 1. Nar y = 0 skal x = 1 og ndr y = 1 skal x = 0. Dermed
har vi fundet skeeringspunkterne (0,1) og (1,0). Parameterfremstillingen bliver sa

RN

9. De to linjer har retningsvektorer

- 1 - _ _1
1/[—1, Og V= 2+\/§

Formlen for vinklen mellem vektorer giver at

v 1+V3 1+vV3 1+v3 1
cos(0) —.

T 5 i aevae VIVBIAVE 2vEi2vs 2

Dermed ser vi at 0 = %

10. Svarene er:



(a) Da trekanten er retvinklet folger det fra klassiske trigonometriske formler at

(b) Vi har at cos(0) = 0 L‘:ﬁﬁ;ﬂ hvilket kombineret med forrige formel giver at

Wl _ g oV
]l a1

Ganger vi denne ligning igennem med ||i]| far vi at

- -

d=EY
11 = 2)

(c) Da 7 og W har samme retning geelder at

Isolerer vi Wi denne ligning fér vi

@ = |l =
171l
og bruger vi udtrykket for ||| i (2) far vi at

- -

. M"l/i)
2z [



Facit til kursusgang 20: Vektorer i rummet 1

1. Svarene er:

12 -8 12 -4
2. Nej

3. Les ligningen:

Denne har lesningen t = —7.
4. Prikker vi vektorerne if + tv og il — t¥ far vi ligningen
0=4-t"+4-42+16—1t> =24 6t°.

Denne har lesningerne t = +2.

5. Vi har at
-8
x7=|5]|, og |li&x¥]|=5V5.
6
6. Lad
231
11): Up|.
us.
Sa er
UpUsz —UxUj 0
X =|—(uyuz —ujuz)| =10]|.
UiUr —UUy 0
7. Vi har at
-3
Uxt-v=t{=2|, og |ifxtv]|=[fV22.
3

=43
Dermed har parallelogrammet areal 3 for t = + 7

8. Svarene er

B A

I

-18.

12
—48
-9

|



10.

11.

12.

. Vihar at

I/T' 77: UV + UV + U3V3 = VU +TVoUy +V3U3 = 77 I/T

Vi har at

kit = \/kzulz +k2ud + k2u? =Vk2 ui +u3 +ud = |kl|li].

Bemeerk forst at i it = ui +u3 + u? = ||i]|>. Bruger vi dette far vi

it + V) = (i + V) - (i + V) = (g +v1)> + (1 + v2)? + (U3 + v3)?
= ”1 +v1 +2uyvy + u2 +v2 +2uyv, + u% +v§+ 2U3v3

= [l + 171 + 2(i- D)

Lad
231 V1
— —
u=|uy| og v=|v
Us V3
Sa er
UrV3 — U3V)
e
UXTV=|U3V1 —UTV3
U vy — Uty
og vi far
— —
- (X V) = 1y (Upv3 — Uzv,) + Up(U3vy — Uy v3) + Uz (U vy — 1pv1) = 0,
samt

V- (0 x V) = vy (uv3 — u3vp) + vp(uzvy — ugv3) + v3(ug vy —upvy) =



Facit til kursusgang 21: Vektorer i rummet 2

dRRRE

Punktet P ligger ikke pad linjen.

1. Parameterfremstillingen er:

2. Ligningen for planen er

3(x—-1)+2(y+5)+6(z—4)=0.

3. Ved skiftevis at holde to af variablerne x,y,z lig 0 far vi skaringspunkterne
(0,0,12), (0,=6,0) og (3,0,0).

4. Indsetter vi koordinaterne for linjen i planens ligning far vi

0=3(1+1t)—2(-2-2t)+(2+4¢t)-20
=3+3t+4+4t+2+4t-20=11¢t-11.

Denne ligning har lesningen t = 1 og dermed bliver skaringspunktet (2,—4,6).

5. Afstanden er V30

2113
6. (a) Da|-1 [4] = 0 er linjens retningsvektor og planen normalvektor ortogonale.
=2| |1

Derfor ma linjen og planen vere parallele.

(b) Dalinjen og planen er parallele, er afstanden fra et et hvert punkt pa linjen til
planen den samme. Derfor bestemmes afstanden ved at udvelge et vilkarligt
punkt pa linjen, f.eks (2,-1,1), og bestemme afstanden mellem dette punkt
og planen a.

Afstanden er 2.

7. Da if x ¥ = 0 udspeaender vektorerne ikke en plan.

8. Hvis vi laegger de to ligninger sammen far vi at 3x = 3 hvilket giver at x = 1.
Ganger vi den forste ligning igennem med 2 og traeekker den fra den anden far vi
ligningen

3y +3z=3.

Isolerer vi for y far viat y = 1 —z og hvis vi skriver ¢ = z far vi parameterfremstil-

SR



EKSTRAOPGAVER:

9. Svarene er

(a) Vihar at

hvorfor planens ligning bliver
x—=2y+2z=0.

(b) Arealeter 12.
(c) Krydsproduktet for normalvektorerne til P og Q er

H

og for at planerne kan vere parallelle eller sammenfaldende skal dette
krydsprodukt vere 0.

(d) Indseetter vi linjens koordinater i venstresiden af ligningen for P far vi

2 1
=—10t-2(-+2t)+2(7t)=0
- (5 +20)+2(71)

hvilket viser at linjen er indehold i P. Ger vi det samme for Q fér vi

2 1
2=~ 100)+3(7 +26) +2(71) = 1.

Altsa ligger linjen bade i P og Q.
10. Vi har at



Facit til kursusgang 22: Ubestemte integraler 1

1. Svaret kan veere F(x) = 1x* + 2x.
2. Svaret er F(x) = 2x* —cos(x) + ¢
3. Svarene er:
1
§x3+x2+c, 3(e* +cosx)+c,
4. Svarene er:
2 1 11
21n(x)+—x%+—x2+c, x%+——+c,
3 2 2 x2
5. Svareter f(x) = X3
6. Vihar at
310
F'(x) = §?x§- = 2x5 = f(x)
7. F(x) = %x3 + %xz + %.
8. F(x)=4x-yx—3x?-15
9. F(x)=2x7 +3x3+V2
EKSTRAOPGAVER:
10. Da
d Inx =In(x)+1
—xInx =In(x
dx

er f ikke en stamfunktion til Inx.
xIn(x) — x er en stamfunktion til In x.

e _lnx+ec.



11. Svarene er:

(a) Da f + g=e*er f + g en stamfunktion til sig selv.

(b) Vihar at

(c) Ja.
(d) Vi har at

12. Vi har at

Yderligere er F(x) - G(x) = 1.




Facit til kursusgang 23: Ubestemte integraler 2

1.

2.

4.

5.

7.

Svarene er:
1 1 1
(x-1)e*+¢, Exzezx - Exezx - Zezx +c
Svarene er:
sin(x) — (1 + x)cos(x) +c, (2x—3)e* +c.
3x 1 3x 1 3x
F(x)= | (9x=3)e’*dx = (9x—3)§e - 9§e dx+c
1
=(3x—1)e>* - 9563" +c
=(Bx—1)*—e¥ 1 ¢
=(3x=2)e* +¢
Svaret er
F(x) = (3x—2)e>* +10
Vi har at
Jlnxdx :xln(x)—fgdx — xln(x)—x +c.
Vi har at

Jm—xdx—l J‘ln—xdx

Isolerer vi for jlnTx dx far vi at

Inx In®x

—ax =
X 2

hvor vi har lagt c til for at fa samtlige stamfunktioner.

+C

. Anvender vi formlen for delvis integration to gange fas

J e*sin(x)dx = e*sin(x) — J‘ e*cos(x)dx
= e*sin(x) — e* cos(x) — j e*sin(x)dx.
Isolerer vi Iex sin(x)dx far vi at

f e*sin(x)dx = %(sin(x) —cos(x)) +c,

hvor konstanten er lagt til for at fa alle stamfunktioner.

Vi har at

1 1 1 1
2 _ 13 1 205 = 23 1.3
fx Inxdx = 3x In(x) 3fx dx = 3 In(x) - 9x + C.



EKSTRAOPGAVER:

8. Lad f og g veere vilkarlige funktioner. Produktreglen giver at

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + f (x)g"(x)-

Isolerer vi f’(x)g(x) og integrerer begge sider far vi

ff’(x)g(x)dx - f(fg)'(ac)dx . f 0 () dx.

Da stamfunktionen til (fg)’(x) er (fg)(x) far vi at

ff’(x)g(x) dx = f(x)g(x) - ff(x)g'(x) dx

og hvis vi erstatter f med en stamfunktion F far vi at
[ st =Fuogn - [ Foag'toda
9. Vifar at

flnz(x) dx = In(x)(xIn(x) —x) — J In(x)—1dx

= xIn’(x) - xIn(x) — (xIn(x) = x —x) + ¢
= xIn?(x) - 2xIn(x) + 2x +c.
10. Svarene er:
Lllxz(2ln(x)—l)+c, 2i7e3x+1(9x2—6x+2)+c, e*In(x) +c



